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ΜΑΘΗΜΑ  46                                
ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ     2η    ∆ΕΚΑ∆Α                                    

 
11. 
Για συνάρτηση  f  παραγωγίσιµη στο ℝ ,  ισχύει 

3 2 3 2f (x) f (x) f (x) x 2x 6x 1+β + γ = − + −    για κάθε x∈ℝ    και   β2 < 3γ .  
∆είξτε ότι : 
i)     Η  f  δεν έχει ακρότατα. 
ii)    Η  f  είναι γνησίως αύξουσα. 
iii)   Η εξίσωση   f(x) = 0   έχει µία µόνο ρίζα στο  διάστηµα  (0, 1). 

Προτεινόµενη λύση 
i)  

Επειδή η  f  είναι παραγωγίσιµη στοℝ , αν είχε ακρότατο σε θέση έστω  ξ,  µε βάση 

το θεώρηµα  Fermat ,  θα ήταν   f ́ (ξ) = 0    (1)  

                        3 2 3 2f (x) f (x) f (x) x 2x 6x 1+ β ⋅ + γ ⋅ = − + −     ⇒  

              ( 3 2f (x) f (x) f (x)+β⋅ + γ ⋅ )΄ = ( 3 2x 2x 6x 1− + − )΄ 

                    3f 2(x) f΄(x) + 2β f(x)f΄(x) + γ f ΄(x) = 3x2−4x + 6     (2) 

Για  x = ξ   παίρνουµε    3f 2(ξ) f ΄(ξ) + 2β f(ξ)f ΄(ξ) + γ f ΄(ξ) = 3ξ2−4ξ + 6    
(1)

⇒   

                                                                   3ξ2−4ξ + 6 = 0      (3) 

∆ = −56 < 0 ,  άρα η εξίσωση  (3)  είναι αδύνατη ,  δηλαδή δεν υπάρχει ο  ξ,  άρα  

η  f  δεν έχει ακρότατο.  

ii)  
 (2)   ⇔     f ́ (x) [3f 2(x) + 2β f(x) + γ ] = 3x2−4x + 6     (4)  

Το τριώνυµο   3x2−4x + 6                 έχει   ∆ = −56 < 0 ,   άρα είναι θετικό.  

H ποσότητα   3f 2(x) + 2β f(x) + γ ,   θεωρούµενη σαν τριώνυµο  2ου  βαθµού ως προς   

                                                           f(x)  έχει   ∆ = 4β2−12γ = 4(β2−3γ) < 0, 

                                                           αφού β2 < 3γ ,   άρα είναι θετική 

Οπότε, από την  (4)  προκύπτει ότι  f ΄(x) > 0,  συνεπώς η f είναι γνησίως αύξουσα  

iii)  

H  f  σαν παραγωγίσιµη στο ℝ ,  είναι συνεχής στο [0,  1]  

Η υπόθεση    3 2 3 2f (x) f (x) f (x) x 2x 6x 1+ β ⋅ + γ ⋅ = − + −    για  x = 0   δίνει 

                     3 2f (0) f (0) f (0) 1+β ⋅ + γ ⋅ = −  

                     f(0) [ 2f (0) f (0)+ β ⋅ + γ ] = −1 < 0     (5) 
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Το τριώνυµο   2f (0) f (0)+ β ⋅ + γ    έχει   ∆ = β2−  4γ   

Από υπόθεση έχουµε   β2  <  3γ    ⇒      γ >  
2

  0
3

β
≥    

                           άρα    β2 < 4γ ,  αφού   γ > 0  

                           άρα    β2 – 4γ < 0    ⇒     ∆ < 0    

Εποµένως   το τριώνυµο   2f (0) f (0)+ β ⋅ + γ    είναι  θετικό  

(5)    ⇒     f(0) < 0   

Η υπόθεση    3 2 3 2f (x) f (x) f (x) x 2x 6x 1+ β ⋅ + γ ⋅ = − + −    για  x = 1   δίνει  

                     3 2f (1) f (1) f (1)+ β ⋅ + γ ⋅ = 4  

                     f(1) [ 2f (1) f (1)+β ⋅ + γ ] = 4    (6) 

Είναι   2f (1) f (1)+β⋅ + γ  < 0   αφού  έχει   ∆ = β2−  4γ < 0   (αποδείχθηκε) ,   
(6)    ⇒     f(1) > 0 

Τελικά είναι  f(0)f(1) < 0  ,  άρα µε βάση το θεώρηµα Bolzano ,   

                                             θα υπάρχει ένα τουλάχιστον  xο∈(0,  1)  ώστε  f(xo) = 0. 

                                             Επειδή δε η  f  είναι γνησίως αύξουσα,  το xo είναι  

                                             µοναδικό  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



 

 

3 

12. 
Έστω  f   συνάρτηση συνεχής στο ℝ ,  τέτοια ώστε   f(x) ≠ 0  και  

12 2

0
f (x) 1 2x t f (xt)dt= − ∫   για κάθε x∈ℝ .  

Έστω ακόµα η συνάρτηση   21
g(x) x

f (x)
= − ,   x∈ℝ .  

Α.   ∆είξτε ότι :    i)     f ́ (x)  = −2xf 2(x)  

                               ii)    Η  g  είναι σταθερή  

                               iii)  
2

1
f (x)

1 x
=

+
 

Β.    Να βρείτε το  
x
lim (x f (x) 2x)
→+∞

⋅ ⋅ ηµ  

Προτεινόµενη λύση 

Α. 
i)  

12 2

0
f (x) 1 2x t f (xt)dt= − ∫     ⇔    

1 2 2

0
f (x) 1 2 x t f (xt)dt= − ∫   

Θέτουµε    x t = u    οπότε  x dt = du    

Νέα άκρα :     Για   t = 0   είναι   u = 0 

                       Για   t = 1   είναι   u = x    

Οπότε     
x 2

0
f (x) 1 2 u f (u) du= − ∫  

Επειδή η f είναι συνεχής στο ℝ , το ολοκλήρωµα είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση,  

οπότε παραγωγίζοντας έχουµε    2f (x) 2xf (x)′ = −      

ii)  

2

 f (x)
g (x) 2x

f (x)

′−
′ = − =  

2

2

2xf (x)

f (x)
−2x  =  0 ,   εποµένως     g(x) = c   

iii) 
g(x) = c    ⇔    21

x
f (x)

− = c     (1)   

H υπόθεση   
12 2

0
f (x) 1 2x t f (xt)dt= − ∫ ,   για  x = 0 ,  δίνει    f(0) = 1 

H   (1) , για x = 0   δίνει   
1

f (0)
= c    ⇒     

1

1
 =  c    ⇒    c = 1 

H   (1)   γίνεται    21
x

f (x)
− = 1    ⇔     

1

f (x)
 = 1 + 2x    ⇔     

2

1
f (x)

1 x
=

+
 

Β. 
iν)  

( )
x
lim xf (x) 2x
→+∞

ηµ  = 
2x

1
lim x 2x

x 1→+∞

 ηµ + 
 

Χωρίς µολύβι και χαρτί  
δε γίνεται τίποτα 

Η εµφάνιση των  f(xt) 
                            f(x – c) 
οδηγεί σε ολοκλήρωση µε 
αντικατάσταση 

Στα τριγωνοµετρικά όρια 
υποπτευόµαστε κριτήριο 
παρεµβολής 
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                               = 
2x

x
lim 2x

x 1→+∞

 ηµ + 
 

Είναι    
2

x
2x

x 1
⋅ ηµ

+
= 

2

x
2x

x 1
ηµ

+
≤ 

2

x

x 1+
 . 1    ⇒  

            
2

x
2x

x 1
⋅ ηµ

+
  ≤  

2

x

x 1+
 

         −
2

x

x 1+
 ≤ 

2

x
2x

x 1
⋅ ηµ

+
 ≤  

2

x

x 1+
  

Όµως    
2x

x
lim

x 1→+∞ +
= 

2x

x
lim

x→+∞
= 

x

1
lim

x→+∞
= 0     και    

2x

x
lim

x 1→+∞

 
− + 

= 0  

Άρα , µε βάση το κριτήριο της παρεµβολής ,  θα είναι και   
2x

x
lim 2x

x 1→+∞

 ηµ + 
= 0  
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13. 
∆ίνεται η συνάρτηση   12 4x xh(x) 2 (e e )− −α= − ,   x  ≥ 0 ,    α > 4  

i)     ∆είξτε ότι   
x
lim h(x) h(0) 0
→+∞

= =  

ii)    Να µελετήσετε την  h  ως προς την µονοτονία και τα ακρότατα  
iii)   Αν  x1  ρίζα της   h́ (x)   και  x2  ρίζα της   h́ ΄(x) ,   δείξτε ότι  x2 = 2x1 .  

Προτεινόµενη λύση 

i)  

x
lim h(x)
→+∞

 = 12 4x  x

x
lim 2 (e e )− −α

→+∞
−  =  212

4x  xx

1 1
lim

e eα→+∞

 − 
 

  

Όµως     4x

x
lim e
→+∞

= + ∞   και επειδή  α > 4   είναι και  x

x
lim eα

→+∞
= + ∞   

Άρα    
4xx

1
lim

e→+∞
= 0 = 

 xx

1
lim

eα→+∞
  

Εποµένως    
x
lim h(x)
→+∞

= 212 ·0 = 0   

Επίσης    h(0) = 12 0 02 (e e )−  = 0  

ii)  

h΄(x)  = 12 4x  x2 ( 4e e )− −α− +α  

h΄(x) > 0     ⇔      12 4x  x2 ( 4e e )− −α− +α > 0     

                              4x  x4e e− −α− +α > 0    

                              4x4e−  <  xe−αα     

                              
4x

 x

e

e

−

−α
 <  

4

α
     

                               x 4xeα −  < 
4

α
    ⇔     ln  x 4xeα −  <  ln

4

α
    

                                                              αx−4x  <  lnα− ln4     

                                                              x( α−4) <  lnα− ln4     

                                                              x < 
ln ln 4

4

α −
α −

 

                           Πρόσηµο της  h́  και µονοτονία της  h  

x 0                  
ln ln 4

4

α −
α −

                + ∞ 

h΄         +                  0               −       

h        ր                  |              ց                 

               

              Η  h  παρουσιάζει  µέγιστο στη θέση   1x  =  
ln ln 4

4

α −
α −

  

«Βιδωνόµαστε » στην  
εκφώνηση 
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                                                      το     f( 1x )  = 

4

4 412 4 4
2

α

α− α−
 
    −    α α   
 

 

 και ελάχιστο για  x = 0 ,   το h(0) = 0 

iii)  
h΄΄(x)  = 212(16e-4x−α2e-α x)  

h΄΄ (x) = 0     ⇔     212(16e-4x−α2e-α x) = 0  

                               16e-4x−α2e-α x = 0  

                               16e-4x = α2e-α x   

                               
4x

 x

e

e

−

−α
 = 

2

16

α
 

                                x 4xeα − = 
2

16

α
    ⇔     ln  x 4xeα − = ln

2

16

α
 

                                                                αx−4x = lnα2− ln16  

                                                                x(α−4) = 2lnα −2ln4  

                                                                2x  = 
2(ln ln 4)

4

α −
α −

 

Οπότε     x2 = 2x1 
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14. 
Έστω η παραγωγίσιµη στο  [0, 1]  συνάρτηση  f , µε   f ́ (x) > 0  για κάθε  x∈ (0, 1)    
και   f(0) = 2 ,    f(1) = 4.  ∆είξτε ότι : 
i)     Η ευθεία  y  = 3  τέµνει τη γραφική παράσταση της  f  σε ένα ακριβώς σηµείο  
        xο∈ (0,1)  

ii)    Υπάρχει   1x ∈ (0, 1) ,   ώστε   1

1 2 3 4
f f f f

5 5 5 5
f (x )  

4

       + + +       
       =  

iii)   Υπάρχει   x2∈ (0, 1) ,   ώστε η εφαπτοµένη της  Cf  στο σηµείο  (x2, f(x2)) να  
        είναι παράλληλη στην ευθεία   y = 2x + 2005. 

Προτεινόµενη λύση 
i)    

Αρκεί να δείξουµε ότι η εξίσωση   f(x) = 3   έχει µία µόνο λύση στο   (0,  1)  

Έστω η συνάρτηση    g(x) = f(x)−  3 ,   x∈[0, 1]   

H g είναι συνεχής στο  [0,  1] ,  αφού η  f  είναι παραγωγίσιµη  σε αυτό. 

g(0) = f(0)−  3 = 2−  3 =−1 < 0 

 g(1) = f(1)−  3 = 4−  3 = 1 > 0  

Άρα   g(0)g(1) < 0  

Εποµένως,  από το θεώρηµα Bolzano ,  θα υπάρχει ένα τουλάχιστον   xο∈ (0,1) έτσι 

ώστε  g(xo) = 0    ⇔     f(xo) = 3  

Και  επειδή    ǵ (x) = f ΄(x) > 0 .  η g είναι γνησίως αύξουσα ,  άρα η ρίζα µοναδική  

ii)   

Αναζητάµε ρίζα της εξίσωσης    

1 2 3 4
f f f f

5 5 5 5
f (x)  

4

       + + +       
       =  

                                                    4f(x) =  f( )1
5

+ f ( )2
5

+ f ( )3
5

+  f( )4
5

 

                                                    4f(x) – 
1 2 3 4

f f f f
5 5 5 5

        + + +                
=  0 

Πάµε για  Bolzano  στη συνάρτηση   h(x) =  4f(x) – 
1 2 3 4

f f f f
5 5 5 5

        + + +                
  

                                                                                                     στο διάστηµα  [0, 1]   

h(0)  = 4f(0) – 
1 2 3 4

f f f f
5 5 5 5

        + + +                
  

        = 8 – 
1 2 3 4

f f f f
5 5 5 5

        + + +                
    (1) 

Η εµφάνιση πολλών τιµών 
της  f οδηγεί σε Bolzano . 
Τα  Rolle  και  Θ.Μ.Τ  
απαιτούν δύο τιµές 
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h(1)  = 4f(1) – 
1 2 3 4

f f f f
5 5 5 5

        + + +                
 

        = 16 – 
1 2 3 4

f f f f
5 5 5 5

        + + +                
    (2) 

 f ΄(x) > 0    ⇒     f  είναι γνησίως αύξουσα ,  οπότε  

             0 < 
1

5
 < 1     ⇒      f(0) < f( )1

5
 < f(1)     ⇒      2 <  f( )1

5
 < 4 

            0 < 
2

5
 < 1      ⇒      f(0) < f( )2

5
 < f(1)     ⇒      2 < f( )1

5
 < 4 

            0 < 
3

5
 < 1      ⇒      f(0) < f( )3

5
 < f(1)     ⇒      2 < f( )3

5
 < 4 

            0 < 
4

5
 < 1      ⇒     f(0) < f( )4

5
 < f(1)     ⇒      2 < f( )4

5
 < 4 

                             Προσθέτουµε κατά µέλη :      8 <  f( )1
5

+ f ( )2
5

+ f ( )3
5

+  f ( )4
5

 < 16   

Από τις  (1)  και  (2)   έχουµε   h(0) < 0     και     h(1) > 0 ,  άρα   h(0) h(1) < 0 

Οπότε, σύµφωνα µε το  Θ. Bolzano , η  h  έχει ρίζα στο  (0,  1)    

iii)  
Αρκεί να αποδείξουµε ότι υπάρχει x2∈ (0, 1) ,   έτσι ώστε  f ΄( x2) = 2  

Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο  [0,  1] ,  εποµένως ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του 

θεωρήµατος µέσης τιµής. 

Οπότε  υπάρχει   x2∈ (0, 1),  έτσι ώστε   f ́ ( x2)  =  
f (1) f (0)

1 0

−
−

 =  4−2  = 2 . 
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15. 

∆ίνεται η συνάρτηση   
2 2

22

x z x z
f (x)

x z

− − +
=

+
 ,  x∈ ℝ ,   όπου z =α + βi ,  α ≠ 0 

δοσµένος µιγαδικός αριθµός. 

i)    Να βρείτε τα όρια  
x
lim f (x)
→+∞

  και   
x
lim f (x)
→−∞

 

ii)   Αν  │z +1│>│z−1│,   α)   να βρείτε τα ακρότατα της  f  

                                             β)  να βρείτε το σύνολο τιµών της  f  

Προτεινόµενη λύση 
i)  

2 2

22

x z x z
f (x)  

x z

− − +
=

+
 =   

2

(x z)(x z) (x z)(x z)

x z z

− − − + +
+ ⋅

 

                                          =  
2

(x z)(x z) (x z)(x z)

x z z

− − − + +
+ ⋅

  

                                          =  
2 2

2

x x z z x z z x x z z x z z

x z z

− ⋅ − ⋅ + ⋅ − − ⋅ − ⋅ − ⋅
+ ⋅

 

                                          = 
2

2xz 2xz

x z z

− −
+ ⋅

 = 
2

2x(z z)

x z z

− +
+ ⋅

 = 
2 2 2

4 x

x

− α

+ α + β
     (1) 

Οπότε       
x
lim f (x)
→+∞

= 
2 2 2x

4 x
lim

x→+∞

− α

+ α +β
 = 

2x

4 x
lim

x→+∞

− α
 = 

x

4
lim

x→+∞

− α
 =  0      (2) 

Οµοίως    
x
lim f (x)
→−∞

= 
x

4
lim

x→−∞

− α
= 0      (3) 

ii)  
α) 

f ΄(x)  = 
2 2 2

2 2 2

4 (x ) 4 x(2x)

x

− α + α + β + α

+ α + β
 =  

2 2 2

2 2 2

4 (x )

x

α − α −β

+ α + β
 =  

22

22

4 (x z )

x z

α −

+
 

f ΄(x) = 0    ⇔       
( )22

22

4 x z

x z

α −

+
 = 0     ⇔    α ( 2x – 

2
z ) = 0 

                                                                       2x = 
2

z  

                                                                       x = |z|    ή    x = − |z|  

f ΄(x) > 0    ⇔       
( )22

22

4 x z

x z

α −

+
 > 0     ⇔    α( 2x – 

2
z ) > 0      (4) 

Για το πρόσηµο του  α :  │z +1│>│z−1│   ⇔   │α + βi +1│>│ α + βi −1│ 

                                                                               2 2( 1)α + +β  > 2 2( 1)α − + β                           

                                                                               α2 + 2α + 1 + β2 > α2 −  2α + 1 + β2                                

                                                                               4α > 0    ⇔     α > 0   

Παρουσιάζουµε 
κάθε τι που 
συµπεραίνουµε 
από τις υποθέσεις 
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(4)   ⇔    2x > 
2

z     ⇔     x < – |z|    ή     x > |z|     

                       Πρόσηµο της f ΄ και µονοτονία της  f  

x −∞           − |z|              |z|                + ∞ 

f΄         +           0      −       0        + 

f        ր           |     ց       |        ր  

      

Η  f παρουσιάζει  τ. µέγιστο  για   x =− |z| ,   το f( − |z| ) = 2 2 2

4 ( z )

z

− α −

+α +β
 

                                                                                         = 2 2

4 z

z z

α

+
 =  

2

z

α
 

                             τ. ελάχιστο για  x = |z| ,    το f(|z| ) =  ………….. = 
2

z

− α
 

β) 
Από τις  (2) , (3)  και τον πίνακα έχουµε 

•     Όταν   x∈(−∞,  − |z|] , το σύνολο τιµών είναι  το   20,   
z

 α
   

       (5) 

•     Όταν   x∈[ − |z|,  |z|] , το σύνολο τιµών είναι  το   2 2,   
z z

 − α α
 
  

    (6) 

•     Όταν   x∈[|z|,  +∞) ,  το σύνολο τιµών είναι  το    2 ,   0
z

 − α
  
        (7) 

Το σύνολο τιµών της  f  είναι η ένωση των  (5) , (6), (7) ,  δηλαδή το  2 2,   
z z

 − α α
 
  
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16. 
 Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο  (0, +∞) ,  τέτοια ώστε  

               
x

21

1 tf (t)
f (x) dt

x x
= + ∫    για κάθε  x∈(0, +∞)   

i)     ∆είξτε ότι η  f  είναι παραγωγίσιµη στο   (0, +∞) 

ii)    ∆είξτε ότι  
1 ln x

f (x)
x

+
=  

iii)   Βρείτε το σύνολο τιµών της  f 

iν)   Βρείτε τις ασύµπτωτες της f 

Προτεινόµενη λύση 
i)  

x

21

1 tf (t)
f (x) dt

x x
= + ∫     ⇔     

x

2 1

1 1
f (x) tf (t)dt

x x
= + ∫     (1)  

Επειδή η  f  είναι συνεχής στο  (0, +∞) ,  το ολοκλήρωµα είναι παραγωγίσιµη 

συνάρτηση στο  (0, +∞) .  Επίσης παραγωγίσιµες είναι οι συναρτήσεις  
1

x
,  

2

1

x
 στο 

(0, +∞) , άρα η  f  είναι παραγωγίσιµη στο  (0, +∞) . 

ii)  

(1)   ⇒    x2f(x) = x +
x

1
tf (t)dt∫     ⇒    (x2f(x))΄= (x +

x

1
tf (t)dt∫ )΄ 

                                                              2xf(x) + x2 f ΄(x) = 1 + xf(x)     

                                                              x2 f ΄(x) + xf(x)  = 1    

                                                              x f ́(x) + f(x)  =
1

x
    

                                                               (xf(x))́= (lnx)́     

                                                               xf(x) = lnx + c       (2)  

Η  (1)  για  x = 1  δίνει    f(1) = 1 

Η  (2)  για  x = 1  δίνει    f(1) = c .    Άρα   c = 1 

Η  (2)  γίνεται   xf(x) = lnx +1   ⇔      
1 ln x

f (x)
x

+
=  ,   x > 0  

iii)  

f ΄(x) = 
2

1 1 ln x

x

− −
= 

2

ln x

x

−
 

f ΄(x) = 0     ⇔    
2

ln x

x

−
 = 0    ⇔    lnx = 0    ⇔    x = 1 

f ΄(x) > 0     ⇔    
2

ln x

x

−
 > 0    ⇔    lnx < 0    ⇔    x < 1 

 

Μη συγχέουµε τη µεταβλητή  t  
µέσα στο ολοκλήρωµα µε τη 
µεταβλητή  x της συνάρτησης 
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                  Πρόσηµο της  f ΄ και  µονοτονία της  f  

x 0                   1               + ∞ 

f ΄         +           0        −               

f       ր            |       ց        

  

Από τον πίνακα βλέπουµε ότι η f παρουσιάζει µέγιστο για  x = 1,  το f(1) = 1 

Ακόµα  

x 0
lim f (x)
→

 = 
x 0

1 ln x
lim

x→

+
 =  

x 0

1
lim

x→
⋅

x 0
lim(1 ln x)
→

+  =  (+ ∞)(−∞) =−∞ 

 
x
lim f (x)
→+∞

 = 
x

1 ln x
lim

x→+∞

+
 = 

+∞ 
 +∞ 

 =  
x

1

xlim
1→+∞

 = 0  

Το σύνολο τιµών της f  είναι  

 f(Α) = (−∞,  1]∪ (0,  1] = (−∞,  1]  

iν) 

Επειδή 
x 0
lim f (x)
→

=−∞ ,  η ευθεία   x = 0  είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη  

Επίσης , αφού 
x
lim f (x)
→+∞

= 0 ,   η ευθεία  y = 0  είναι οριζόντια ασύµπτωτη στο  +∞  
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17. 
Έστω συνάρτηση  f  παραγωγίσιµη στο R,  τέτοια ώστε να ισχύει  f(0) = 0  και 

                               2f ΄(x) = ( )x f xe −   για κάθε  x∈ℝ   

i)     Να δειχθεί ότι   
x1 e

f (x) ln
2

 +
=  

 
 

ii)    Να βρεθεί το    

x

0

x 0

f (x t)dt
lim

x→

−

ηµ
∫

 

iii)   Αν   
x 2010

x
h(x) t f (t)dt

−
= ∫  ,  x∈ℝ     και   

2012x
g(x)

2012
=   ,  x∈ℝ ,  δείξτε ότι  

       h(x) = g(x)   για κάθε x∈ℝ . 

iν)   ∆είξτε ότι η εξίσωση    
x 2010

x

1
t f (t)dt

2013−
=∫    έχει ακριβώς µία λύση στο  (0, 1) . 

Προτεινόµενη λύση 
i)  

2f ΄(x) = ( )x f xe −   ⇔    2f ́ (x) = 
x

f (x)

e

e
  

                                    f ΄(x) ef(x) = 
xe

2
   

                                    ( )
x

f (x) e
e

2

′ ′ =  
 

 

                                    ef(x)  = 
xe

2
+ c         

Για  x = 0  έχουµε    ef(0) = 
0e

2
+ c   ⇒    e0  = 

1

2
+ c   ⇒     c = 

1

2
 

Οπότε    ef(x) = 
xe

2
+ 

1

2
     ⇔     lnef(x) = ln

xe 1

2

+
    ⇔     f(x) = ln

xe 1

2

+
 

ii)   
x

0

x 0

f (x t)dt
lim

x→

−

ηµ
∫

   

Για τον αριθµητή έχουµε   Ι = 
x

0
f (x t)dt−∫   

Θέτουµε   x− t  = u   οπότε   dt =−du  

Για   t = 0   είναι   u = x    και  για   t = x  είναι  u = 0  

Άρα   Ι = 
0

x
f (u)du−∫ = 

0

x
f (u)du−∫ =

x

0
f (u)du∫   

Εποµένως   

x

0

x 0

f (x t)dt
lim

x→

−

ηµ
∫

 = 

x

0

x 0

f (u)du
lim

x→ ηµ
∫

  

                                               =  
( )( )x

0

x 0

f u du
lim

( x)→

′

′ηµ

∫
 =  

x 0

f (x)
lim

x→ συν
=  

f (0)

0συν
 = 0 

Πάµε για ισότητα 
παραγώγων 

Η εµφάνιση των  f(xt) 
                            f(x – c) 
οδηγεί σε ολοκλήρωση µε 
αντικατάσταση 
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iii)  
x 2010

x
h(x) t f (t)dt

−
= ∫  = 

0 2010

x
t f (t)dt

−∫ +
x 2010

0
t f (t)dt∫   = 

x 2010

0
t f (t)dt

−
−∫ +

x 2010

0
t f (t)dt∫  

h΄(x) = − (−x)2010 f( −x) (−x)΄+ x2010 f(x)  = −x2010f( −x) + x2010f(x)  

                                                                    =  x2010[f(x) − f( −x)]  

                                                                    = x2010 [ ln
xe 1

2

+
−  ln

xe 1

2

− + ]   

                                                                    = x2010 

x

x

e 1

2ln
e 1

2

−

 +
 
 

+ 
 
 

= x2010
x

x

e 1
ln

e 1−

 +
 + 

 

                                                                    = x2010
x

x

e 1
ln

1
1

e

 
 +
 
 + 
 

 

                                                                   = x2010
x x

x

e (e 1)
ln

e 1

 +
 + 

  

                                                                   = x2010  lnex  =  x2010 ·x  =  x2011    

 Αλλά   ǵ (x)  = 
2012x

2012

′ 
 
 

=  x2011 ,     άρα   h́ (x) = ǵ (x)  ⇔   h(x) = g(x) + c   

Όµως   h(0) = g(0) = 0 ,  οπότε c = 0,   άρα    h(x) = g(x) . 

iν)  

Επειδή δείξαµε ότι   
2012x 2010

x

x
t f (t)dt

2012−
=∫  ,   αρκεί να δείξουµε ότι 

 η εξίσωση    
2012x

2012
=

1

2013
  έχει ακριβώς µία ρίζα στο  (0,  1)  

Έστω η συνάρτηση   φ(x) = 
2012x

2012
−

1

2013
    συνεχής στο [0,  1].  

φ(0) =−
1

2013
 < 0   και  φ(1) = 

1

2012 2013⋅
> 0  

Άρα , από το θεώρηµα Bolzano ,  θα υπάρχει  ξ∈(0,  1)  έτσι ώστε  φ(ξ) = 0  

Επιπλέον έχουµε ότι   φ΄(x) = x2011 > 0  για κάθε x∈(0,  1) ,   άρα η φ είναι γνησίως 

αύξουσα,  οπότε η ρίζα είναι µοναδική . 
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18. 
 Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο ℝ . 

i)    ∆είξτε ότι   
3 7

0 1

1
f (2x 1)dx  f (x)dx

2
+ =∫ ∫  

ii)   Αν   
3 7

0 1
4 f (2x 1)dx  f (x)dx 2011+ = +∫ ∫ ,   δείξτε ότι υπάρχει  ξ∈(1, 7)   ώστε  

2011
f ( )

6
ξ =   

Προτεινόµενη λύση 
i)  

Θέτουµε    2x + 1= u ,  οπότε   du = 2dx   

Για  x = 0 ,  τότε   u = 1   και  για   x = 3 , τότε  u = 7. 

Εποµένως     
3

0
f (2x 1)dx+∫ = 

7

1

1
f (u)du

2∫  = 
1

2

7

1
f (u)du∫ = 

1

2

7

1
f (x)dx∫  

ii)  
3 7

0 1
4 f (2x 1)dx f (x)dx 2011+ = +∫ ∫     

( i )

⇒      4 ·
1

2

7

1
f (x)dx∫ = 

7

1
f (x)dx∫ + 2011  

                                                                     
7

1
f (x)dx∫ = 2011     (1) 

Θεωρούµε µια αρχική συνάρτηση της f ,  

την    h(x) = 
x

1
f (t)dt∫  ,  x∈[1,  7]  

Θ.Μ.Τ    ⇒    υπάρχει  ξ∈(1, 7) ,  ώστε    h́ (ξ) =  
( ) ( )h 7 h 1

7 1

−

−
 =  

( ) ( )h 7 h 1

6

−
    (2) 

Αλλά     h(1) = 
1

1
f (t)dt∫ = 0   και     h(7) = 

7

1
f (t)dt∫   

(1 )

=  2011  

(2)   ⇒     h́ (ξ) =  2011 0
6
−  = 2011

6
 

h   αρχική της  f   ⇒     h́ (x) = f(x)   ⇒    h́ (ξ) = f(ξ)     

                                                                  2011
6

 = f(ξ) 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

∆οκιµάζουµε Bolzano.  Αν δεν 
περπατάει, πάµε σε Rolle ή  Θ.Μ.Τ 
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y

x
Cf

y = f(α) = α3 ΖΗ

O Β(1)A(α)

Γ

∆

19. 
Έστω η συνάρτηση  f(x) = x3   και πραγµατικός αριθµός   α∈(0,  1). 

Να βρείτε το εµβαδόν  Ε(α)  του χωρίου, που ορίζεται από τη  Cf  και τις ευθείες µε 

εξισώσεις  y  = f(α) ,   x = 0 ,   x = 1.   Στη συνέχεια να αποδείξετε ότι    Ε(α) 
32

7
≥   

Προτεινόµενη λύση 
ii)  

Το εµβαδόν   Ε(α)  οριζόντια βρίσκεται                Πρόχειρη  γραφική παράσταση 

µεταξύ  των ευθειών   x = 0 ,   x = 1,  

άρα τα άκρα ολοκλήρωσης είναι  0  και  1. 

Σηµεία τοµής : 

Η ευθεία  y  = f(α) = 3α   τέµνει τη  Cf  στο  

∆ , άρα  ∆(α, 3α )  και  την κατακόρυφη από  

το  Β(1)  στο  Ζ.  Τέλος  η κατακόρυφη από  

το   Β(1)  τέµνει τη  Cf   στο  Γ. 

Ε(α) = (ΗΟ∆) + (∆ΖΓ) =  3 3

0
( x )dx

α
α −∫ + 

1 3 3(x )dx
α

− α∫  

                                     = 
4

3

0

x
x

4

α
 
α − 
 

+ 
14

3x
x

4
α

 
− α 

 
  

                                     = 
4

4

4

 α
α − 

 
+ 31

4
 − α 
 

−
4

4

4

 α
− α 

 
 =  4 33 1

2 4
α −α +  

iii)  

Έστω η συνάρτηση   Ε(α) = 4 33 1

2 4
α −α +    ,  0 < α < 1      

Ε΄(α) = 3 26 3α − α   

Ε΄(α) = 0    ⇔    3 26 3α − α = 0    ⇔    23 (2 1)α α − = 0    ⇔     α =
1

2
  

                Πρόσηµο της  Ε΄ και  µονοτονία της  Ε  

  

 

 

 

Από τον πίνακα βλέπουµε ότι η Ε παρουσιάζει  ελάχιστο για  α =
1

2
,  το   Ε ( )1

2
 = 

7

32
  

Είναι λοιπόν   Ε(α)  ≥  Ε ( )1
2

   ⇔    Ε(α)  ≥  
7

32
 

 

α 0                  1/2                  1 

Ε΄          −          0         +              

Ε        ց          |        ր             



 

 

17 

20. 
Έστω η συνάρτηση   xf (x) x= α −  ,  x∈ℝ    και   0 < α < 1. 

i)    Να εξετάσετε την  f  ως προς τη µονοτονία και την κυρτότητα  

ii)   Να βρείτε το σύνολο τιµών της f  

iii)  Να βρείτε τις τιµές του   λ∈ℝ  ,  για τις οποίες ισχύει   

                  
2 4 2 2( 4) ( 2)λ − λ−α −α = λ − − λ − . 

iν)  Να λύσετε την ανίσωση    
3x 5 x

1 1
 2x 5

2 2

−
   > + −   
   

 

Προτεινόµενη λύση 
i)  
f ΄(x) = x lnα α −1   

f ΄(x) = 0   ⇔   x lnα α −1  = 0    

                         x lnα α = 1   αδύνατη    

(1ο µέλος αρνητικό , αφού 0< α < 1 και 2ο θετικό) 

 f ΄(x) > 0   ⇔   x lnα α −1 > 0    

                          x lnα α > 1   

                          xα <  1
lnα

  αδύνατη  (1ο µέλος θετικό ,  και 2ο αρνητικό) 

Άρα   f ́ (x) < 0   για κάθε  x∈ℝ ,  οπότε   f   γνησίως φθίνουσα στοℝ  

f ΄΄(x) = x 2lnα α  > 0   για κάθε x∈ ℝ  ,   άρα η  f  είναι κυρτή στο ℝ  

ii)  

x
lim f (x)
→+∞

= x

x
lim ( x)
→+∞

α − = 0− (+ ∞) =−∞  

x
lim f (x)
→−∞

= x

x
lim ( x)
→−∞

α − = (+ ∞ ) − (−∞) = + ∞  

Άρα   f(Α) =ℝ  

iii)   

4 2 22
( 4) ( 2)λ − λ−α −α = λ − − λ −     ⇔     4 22

( 4)λ −α − λ − = 2 ( 2)λ−α − λ −    

                                                                  f( λ2−4) = f(λ−2)    (1) 

f  γνησίως φθίνουσα    ⇒    ‘1─1’ ,    οπότε   (1)   ⇔     λ2−4 = λ−2  

                                                                                          λ2−λ−2 = 0  

                                                                                          λ = 2    ή   λ =−1 

 

 

 

Προσαρµόζουµε τα στοιχεία  
της εξίσωσης στην f 

Προσαρµόζουµε τα στοιχεία  
της ανίσωσης στην f  µε  α = 1/2 
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iν)  

3x 5 x
1 1

 2x 5
2 2

−
   > + −   
   

     ⇔     
3x 5 x

1 1
 3x x 5

2 2

−
   > + − −   
   

        

                                                        
3x 5 x

1 1
(3x 5)  x

2 2

−
   − − > −   
   

     (2)  

Για  α = 1
2

  η  (2)     ⇔                  f(3x – 5) > f(x)      (3) 

Και επειδή  f  γνησίως φθίνουσα ,  η  (2)   ⇔    3x – 5 < x 

                                                                             2x < 5 

                                                                             x < 
5

2
 

 

 


